Задачи на построение сечений многогранников
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В последние годы в контрольно-измерительных материалах ЕГЭ по математике стали появляться задачи на построение сечений многогранников и вычисление их площадей. Суть решения этих задач состоит в обоснованном построении многоугольника, являющегося сечением многогранника и правильном вычислении его площади. Построение сечений опирается на признаки и свойства прямых и плоскостей в пространстве. Поэтому ещё на первых уроках стереометрии полезно связать вопросы параллельности и перпендикулярности прямых и плоскостей в пространстве с конкретным геометрическим телом – кубом. Работа с моделью, учащиеся быстрее убедятся в значимости изучаемых теорем, так как учитель не только доказывает их, но тут же демонстрирует их применение к решению проблем, возникающих совершенно естественно. Например, представляя себе плоскость, пересекающую куб, учащиеся легко найдут сечение куба в виде треугольника. В этом месте урока учитель может поставить перед классом такую проблему: «Установите, какой вид может иметь треугольник, получающийся в сечении куба. Может ли он быть прямоугольным или тупоугольным?» Обсуждение задачи можно завершить решением задачи:
Задача 1. Доказать, что если в сечении куба получился треугольник, то этот треугольник остроугольный. Полезно задать учащимся и такой вопрос: «В каком случае треугольник-сечение будет правильным?» Обсуждая ответ, учащиеся приходят к выводу, что треугольник-сечение будет правильным, когда его стороны пропорциональны диагоналям граней куба. Обсуждение вопросов можно продолжить решением следующей задачи.
Задача 2. Какую форму может иметь сечение куба плоскостью, проходящей через середины двух смежных ребер? Учащиеся приходят к выводу, что в сечении может получиться равнобедренный треугольник, прямоугольник, равнобедренная трапеция, пятиугольник с одной осью симметрии, шестиугольник с одной осью симметрии, правильный шестиугольник, квадрат. После введения определений следа двух плоскостей, следа прямой на плоскости можно перейти к построению сечений, где приходится находить прямую, по которой пересекается плоскость сечения с плоскостью основания. Например, можно предложить задачи такого типа:
Задача 3. Куб АВСDА1В1С1D1 пересечь плоскостью, проходящей через вершину А и центры граней ВСС1В1 и DCC1D1. Построить сечение и определить его вид.
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Находим точку Q пересечения прямой АР с плоскостью основания, затем точку N пересечения прямой АМ с плоскостью основания. Прямая NQ – пересечение секущей плоскости с плоскостью основания. Нетрудно доказать, что полученное сечение AFLT представляет собой ромб.

Учащиеся нередко испытывают затруднения в проведении прямых  и плоскостей при воображаемых построениях. С помощью куба эти затруднения можно преодолеть. Изучая признак параллельности прямой и плоскости, можно предложить следующую задачу:
Задача 4. Через диагональ куба провести плоскость, параллельную не пересекающей ее  диагонали основания.
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Решение. Пусть ВD1 – диагональ куба АВСDА1В1С1D1.  Центр куба – точка О принадлежит плоскости сечения, а также плоскости АСС1А1. Проводим в плоскости АСС1А1 через точку О прямую MN, параллельную С1А1. Сечение MBND1 – искомое. Можно предложить учащимся самостоятельно доказать, что MBND1 – ромб. При изучении скрещивающихся прямых школьникам предлагается задача: «Докажите, что через две скрещивающиеся прямые можно провести две параллельные плоскости». Эту задачу можно переформулировать следующим образом. 
Задача 5. Пусть дан куб АВСDА1В1С1D1. (см. рис. выше) Построить параллельные плоскости, проходящие через диагональ куба ВD1 и диагональ основания С1А1. При завершающем изучении темы учащимся можно предложить задачу, содержащую элемент исследования, которую можно использовать при индивидуальной работе с учащимися. 

Задача 6. Построить сечение куба плоскостью, проходящей через середины двух смежных сторон основания параллельно диагонали куба. 
Решение. Задача интересна тем, что в условии не указывается, о какой диагонали идет речь. Поэтому возможны три случая.
1-й случай. Плоскость параллельна диагонали куба, выходящей из общей вершины указанных сторон основания. 

2-й случай. Плоскость параллельна диагонали, невыходящей из общей вершины указанных сторон основания.
3-й случай. Диагональ куба выбрана в той диагональной плоскости, которая параллельна прямой, проходящей через середины двух смежных сторон основания.
