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Решение показательных уравнений и неравенств с переменным основанием
Семен ЛИВШИЦ, 
доцент КГЭУ, член экспертной комиссии Министерства образования и науки РТ по проверке работ ЕГЭ по математике, кандидат технических наук
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доцент кафедры теории и технологий преподавания математики и информатики Института математики и механики им.Н.Лобачевского КФУ, кандидат педагогических наук
Решение показательных уравнений и неравенств с переменным основанием всегда сопряжено с определенными сложностями, и если при решении уравнений данные сложности не вполне очевидны, то при необходимости решить неравенства зачастую не вполне ясен даже подход к решению.

Для начала рассмотрим подходы к решению показательных уравнений с переменным основанием.

При решении уравнений вида 
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, нередко рассматривают лишь случай: 
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, в то время как для полного решения получившегося уравнения необходимо рассмотреть все случаи приведенные ниже. Безусловно учитывая ОДЗ.
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В ответ на, казалось бы, вполне правомерные возражения базирующиеся например на том, что 
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 определенно лишь в случае 
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 можно возразить что вряд ли кто либо будет возражать против возможности вычислить 
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Учитывая тот факт, что решением уравнения согласно определению является такое значение переменной, при котором, уравнение превращается в тождество. Для проверки того факта что значение 
[image: image10.wmf]0

x

 является решением уравнения, необходимо лишь подставить 
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 в исходное уравнение и проверив, не обратилось ли оно в тождество.
При рассмотрении вышеперечисленных случаев особую осторожность необходимо соблюдать при рассмотрении случаев 2) и 4) т.к. при рассмотрении второго случая и нахождении решения 
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 соответствующего уравнения необходимо проверить 
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, а при рассмотрении четвертого случая и нахождении решения 
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 соответствующего уравнения необходимо выполнения условий 
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Покажем примеры, при рассмотрении которых актуальны те или иные рассматриваемые варианты:
Пример 1. Решите уравнение: 
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Решение. Приведем пример к виду 
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Нахождение решений данного уравнения возможно на всей числовой прямой. (ОДЗ 
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Согласно приведенной выше методике рассмотрим четыре случая:
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Данное уравнение не имеет решений


2.
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Данное уравнение не имеет решений
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Данное уравнение не имеет решений
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Данное уравнение не имеет решений

Ответ: 
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Пример 2. Решите уравнение: 
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Решение. Приведем пример к виду 
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Нахождение решений данного уравнения возможно лишь в случае 
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Согласно приведенной выше методике рассмотрим четыре случая:

1.
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С учетом ОДЗ получаем один корень 
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С учетом ОДЗ получаем два корня 
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2.

[image: image66.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ч

W

x

V

x

U

x

U

=

 
[image: image67.wmf]Þ

 
[image: image68.wmf](

)

0

=

x

U





[image: image69.wmf](

)

0

16

2

=

-

x


	
[image: image70.wmf]4

=

x


С учетом ОДЗ получаем, что корней нет
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С учетом ОДЗ получаем, что корней нет
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4.
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С учетом ОДЗ получаем, что корней нет
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С учетом ОДЗ получаем, что корней нет


Ответ. 
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Пример 3. Решите уравнение: 
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Решение. Приведем пример к виду 
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Нахождение решений данного уравнения возможно лишь в случае 
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Согласно приведенной выше методике рассмотрим четыре случая:
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С учетом ОДЗ получаем, что корней нет 
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С учетом ОДЗ получаем два корня 
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2.

[image: image112.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ч

W

x

V

x

U

x

U

=

 
[image: image113.wmf]Þ

 
[image: image114.wmf](

)

0

=

x

U





[image: image115.wmf](

)

0

25

2

=

-

x


	
[image: image116.wmf]5

=

x


Этот корень удовлетворяет ОДЗ
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Этот корень удовлетворяет ОДЗ
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Этот корень удовлетворяет ОДЗ
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Этот корень удовлетворяет ОДЗ
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         С учетом ОДЗ получаем, что корней нет
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         С учетом ОДЗ получаем, что корней нет


Ответ. 
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Пример 4. Решите уравнение: 
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Решение. Нахождение области допустимых решений данного уравнения сопряжено с некоторыми сложностями, поэтому не будем на этом отдельно останавливаться, а после получения решений подставим его в исходное уравнение и проверим подстановкой, обращается ли оно в тождество.

Согласно приведенной выше методике рассмотрим четыре случая:

1.
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Подставив полученное решение в исходное уравнение, получаем тождество:


[image: image143.wmf](

)

(

)

13

3

13

3

13

6

13

6

+

-

+

-

-

=

-


	
[image: image144.wmf]13

3

-

-

=

x

 

Подставив полученное решение в исходное уравнение, получаем тождество:
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2.
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Подставив полученное решение в исходное уравнение, получаем тождество:
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Подставив полученное решение в исходное уравнение, получаем тождество:
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Подставив полученное решение в исходное уравнение, получаем тождество:
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Ответ. 
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Таким образом, мы наглядно показали применимость данного подхода к решению уравнений с переменным основанием.
Аналогичный подход возможен при решении показательных неравенств с переменным основанием, безусловно, тут имеются свои сложности обусловленные, например тем, что при решении неравенств отсутствует возможность непосредственной проверки всех полученных решений прямой подстановкой, но все же, применяя данный подход особенно в совокупности с методом рационализации можно получать интересные результаты.

Сначала, безусловно, необходимо отметить, что наиболее удобным методом решения неравенств является метод интервалов, проиллюстрируем его на примере.

Пример 5. Решите неравенство: 
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Решение. 
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Решением данного неравенства является: 
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Ответ. 
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Довольно часто возникают ошибки при применении подобного метода в случае наличия в неравенстве корней четной кратности. Связанно это с тем, что зачастую при решении интервалов знаки на числовой прямой бездумно чередуют, а это не допустимо, при наличии кратных корней. Даже в случае учета кратности корня и как результат правильности выбора знака на интервале очень часто пропускают изолированно стоящие точки, не включая их в общее решение неравенства. Предлагается воспринимать каждый корень, полученный при решении неравенства отдельно, а корни кратности n, как совпадающие n корней. В этом случае при применении метода интервалов, знаки которые принимает выражение на отрезках монотонности всегда можно просто чередовать, кроме того, изолированные точки решения видны на рисунке как отдельные интервалы в которые входит только одна точка, что исключает их забывание при выписывании ответа.
Пример 6. Решите неравенство: 
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Решение. 
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Решением данного неравенства является: 
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]

[

]

(

]

+¥

È

È

-

¥

-

Î

;

3

2

;

2

1

;

x


Ответ. 
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Теперь остановимся на методе рационализации. В классической постановке его объяснение применительно к показательным неравенствам выглядит следующим образом:
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1. 
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 учитывая оба условия 
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2. 
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 снова имеем 
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Таким образом, вместо двух отдельных случаев предлагается рассматривать один и проводить решение по формуле: 
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При таком подходе обычно неявно предполагают 
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Если рассмотреть исходное неравенство без учета этого надуманного ограничения, исключив лишь случаи в которых та или иная часть неравенства не определена т.е. случаи

1. если 
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2. если 
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Имеем:
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Покажем применение данного метода на примере.
Пример 7. Решите неравенство: 
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Решение. Применяя к данному неравенству метод рационализации, будем иметь:
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Решая полученное неравенство методом интервалов, получим:
[image: image198.jpg]



Решением данного неравенства является: 
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Ответ: 
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 однако, при
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